8.2. Fonksiyonlarda Limit

Fonksiyonlarda limiti 6grenirken degiskenlerin limitini ve sagdan-soldan limit kavramlarini
O6greneceksiniz.

8.2.1. Degiskenin Limiti

Sonsuz sayida deder alabilen bir x dediskeninin a gibi sabit bir sayidan farki, istenildigi kadar kiglk
secilebilen € €R* dan daha da kigik kilinabiliyorsa x degiskeninin limiti a dir denir ve;

Xx—a veya lim x = a

notasyonlari ile gosterilir. O halde ¢ istenildigi kadar kiguk secilebilen pozitif bir reel sayl olmak Uzere x
dediskeninin bir a limit degerine yaklagsmasi demek,

|x-a|<:8

esitsizliginin saglanmasi demektir. Buna gore ,

X-a<e=>x<a+te
|X-a|<8 = |-(x-a)<e=x>ra-c

veya

a-€<x<a+e¢e

yazilabilir. Bu durumda x dediskeninin a’ya yaklasmasi ya daha bliylk dederler alarak sagdan ya da
daha kuglk dederler alarak soldan olacaktir.

e Birinci hal(sagdan) : x—a®*

« Ikinci hal(soldan) : x—a" seklinde gdsterilir.

8.2.2 Fonksiyonlarda Limit

* x €R olmak Uzere x'in xo degerine yakin bitln degerleri igin tanimlanmis bir fonksiyon f(x)
olsun (Bu fonksiyon x, noktasinda tanimlanmamis olabilir). Istenildigi kadar kiglik segilebilen bir

e €R" igin €’a bagl bir ‘5(5) €R" bulunabiliyorsa ve
0< |x —x0| <

(e)
e oldukca
. -] .

» elde ediliyorsa x — Xq'a yaklastiginda f(x)’in limiti £'dir denir ve



lim f{x)=/
e vyazihr.

* Bunun anlami x ile xo arasindaki farkin mutlak dederce yeteri kadar kiiglik segilmesi halinde f(x)
ile £ arasindaki farkin mutlak dederce arzu edildigi kadar klguk kilinabilecedidir.
e Geometrik Agiklama

e f(x) fonksiyonun x X0 igin limiti geometrik olarak su sekilde gdsterilebilir:

2

- » X
() .“u =i b .\.u .\‘u + (5
£ €R* icin dyle bir ¥ () €R* bulunabilmelidir ki,
[X° —8(e), %, +3() ]arallg”unda, Xo'dan farkh ¥ x icin f(x) € [E_ e, +8]olsun. € sayisi keyfi olarak

secilebildigine gore y = { sabit dogrusunu igine alan ve y; = £_eve y2 = £+ eile sinirlanan serit
istenildigi kadar daraltilabilir.

lim f(x)=/
=% olmasi halinde merkezi (xo , £) olan bir dikdértgen daima bulunabilir.

E]

x? . x=2
fix)= 0 5 fonksiyonunun x — 2 igin limitini bulunuz.
. o

x = 2 igin f (x) = 0 verilmistir. Ancak x—2 halinde S () ‘in alacadi dederi arastiraim. Once x'in 2’ye
2'den buyuk dederler alarak yaklasmasi halindeki sayi dizisini bulalim.

X 2.1 2.01 2.001 2.000001

X 4.41 4.0401 4.004001 4.000004




Bu defa x’in 2'ye 2'den kiglk dederler alarak yaklasmasi halindeki sayi dizisini elde edelim.

X 1.9 1.99 1.999 1.999999

x* 3.61 3.9601 3.996011 3.999996

Bu iki sayi dizisinin incelenmesinden, x dediskeninin 2 dederine sagdan ve soldan yaklasmasi halinde
f(x)'in 4’e yaklastigi kolayca gérilmektedir. Simdi de € = 10”7 alarak ,

1 1 1 1
%) -4 — = % -2)x+2)|{ — = -2 —. ——
fe) -41< o -2 +2)|< -2 <7 7]
bulunur. x = 2 dederi esitsizligin sagindaki toplam ifadesindeki yerine yazilirsa,
1
|x '2| < 7
4.10
1
8(e) = ——=
bulunur. Bu ise x ile 2 sayisi arasindaki farkin mutlak dederinin 4.10 sayisindan kiglk olacagini

gdstermektedir. Yani x'in 2'ye yaklagmasi halinde her defasinda S (@) ile 4 sayisi arasindaki farki,
istenildigi kadar kiglk secilebilen € €R* den daha kiigik kilmak mimkinddr. O halde ,

lim £(x) =4

X2 dar.

lim x2 + x - 2 = () oldugunu limitin tanimindan giderek gosteriniz.
x —>1

€ €R" olmak lzere €’a bagl 6yle bir 5(a) €R* bulunabilmelidir ki

[« -1 < ®(¢) oldukca

|X2 +X-2-0|
< g olsun

|X2+X-2|<£ :>|x2 +x-2|= |(x-2)(x +1)|=|X-2|.|x +1|< 5(8) [Ix+2|}

] + 2l

|X2 T _2|<s < 6(8)

(1)

bulunur.

8(s) = 1 segelim. Buna goére , ( |a_b|>|a|_|b| olacagindan)



|X -1|<1 = |x| '|1|< |x -1|< 1 yazilabilir.

lk|<1+ fil=x<2

Buradan, alinirsa ve bu deder (1) ifadesinde yerine konursa

4< d@e) 242y =4 %) <«

=

8(e) = min (1, 4) bulunur.

=

5(8); 1ve 4 sayilarin en klgtgu alinarak bulunabilecedine gore

.2
limx*"+x-2=0
¥l olur.

8.2.3 Sagdan Limit - Soldan Limit

x'in bir xq dederine xy’dan blylk dederler alarak yaklasmasi halinde f(x) fonksiyonunun aldigi degerler
dizisinin bir {; limiti varsa bu limite de fonksiyonun sagdan limiti denir ve,

im f(x)=/

x—=xt

seklinde ifade edilir.

x'in xo degerine Xxqo'dan kliglik dederler olarak yaklagsmasi halinde ise f(x)’in aldigi dederler dizisinin {,
gibi bir limiti varsa bu limite de fonksiyonun soldan limiti denir ve

lim f(x)=,

seklinde ifade edilir.

11 = L, ise yani soldan limit sagdan limite esitse fonksiyonun bu noktada limiti vardir denir.



Sagdan Limit:

Yy
»
1;+g ....... .................
| TSRS ° ....... ................
; L , X
0 Xo xato
Soldan Limit:
Yy
»
Iy b ....... Q ........................
13-}: . ........................
: — » X
0 xe-0 Xo

Saddan ve soldan limitlerin hesabinda fonksiyonda x yerine xo + h ve xo - h dederleri konur ve h—0
igin limitleri aranir.

3 fonksiyonun x = 3 noktasinda sagdan ve soldan limitlerini hesaplayiniz.

1

3x-3+ 3

8.3 Limit Kavramlarinin Genisletilmesi

Limit kavramlarinin genisletilmesi bashdi altinda,

"x'in sonsuz olma hali"
“Limitin sonsuz olma hali"

alt basliklarini inceleyeceksiniz.



8.3.1 X'in Sonsuz Olmasi Hali

€ istenildigi kadar kiglk secilebilen pozitif bir reel sayl olmak lGzere €’a bagh 6yle bir A €R

bulunabilmelidir ki,

-
|X| > A oldukga tf(x) |< £ elde edilsin. Bu durumda x 7 ®a yaklastiginda f(x) fonksiyonun limiti £'dir

denir ve

lim f(x)=/
= yazilir. x'in pozitif veya negatif dederler alarak sonsuza yaklagmasi haline

gdre de (x > Aveya x < -A) ;

lim f(x)=1

X—=+0

veya

lim f(x =/

x—-w

gdsterimleri kullanilr.

Ornek:
) 1 y . o

ltn — = ([ oldudunu limitin tanimindan giderek gosteriniz.

J—> f

4 S )

fx)=1/x?
X—=+w
>
X
\ y

Coziim: ¢ istenildigi kadar kliclk segilebilen pozitif bir reel sayi olmak UGizere £'a bagli dyle bir ASR
bulunabilmelidir ki;

-0
X2

X
| |> A oldukga <¢ elde edilsin. Buna goére,



g =>x*? :>— |x|
x?

\/_ dolayisiyla;

1

.1
— llm—2=0

A= ‘/g reel sayisi bulunabilmektedir. O halde X dir.
Sekilden de goruldigu gibi x’in pozitif ve negatif dederler alarak (x > A ve x < -A) sonsuza yaklagmasi

halinde de f(x) fonksiyonu sifira yaklasmaktadir. Yani,

limL=0 limiz=0

2
) —3 0
X X ve Es X

8.3.2 Limitin Sonsuz Olmasi Hali

B istenildigi kadar biyik secilebilen bir reel sayl olmak tizere B’ye bagl 6yle bir € €R* bulunabilmelidir
ki,

If(X)|>B |X‘X0|

yaklasiyor denir ve

—

oldukga < ¢ elde edilsin. Bu durumda x ~7xc'a yaklastiginda f(x) fonksiyonu sonsuza

lim f(x)=<0

X—)XO

yazilir. f(x)'in pozitif veya negatif dederler alarak sonsuza yaklasmasi haline gére de (f(x) > B veya f(x)
< -B)

lim f(x)=t<0

X—)XO

lim f(Xy=<0
X%

yazilir.



hm i = oldugunu limitin tamimindan giderek gosteriniz.

a4 x_‘4
4 Va J N\
B ............ 4 h
4 «
& : '
B ..... £ £4 4 & X
1
f(x) = ______
\. —4)
1
e i} e " X-4 |X' | :
Coziim: Limitin tanimina goére B ~ R olmak Uzere > B oldukga < € olacak sekilde

bir £ = R* bulunabilmelidir.

1
X-4

1
> B |X -4|< B._ € bulunur.

B istenildigi kadar buyuk segilerek € istenildigi kadar ktctk kilinabilir. Burada,

1 1 1 1 1
1+ 9)" <141+ — 4+ — + — + covreeenn. + —
x 74" halinde f(x) >+ 1 2t 3t 4l nt o,
1 1 1 1 1
(1+ 9)"<l+1l+— 4+ — + — + covreeennn e
x4 halinde f(x) —~- 1 2t 3t 4l n! g gitigi

kolayca gosterilebilir.

8.4 Limit Ile Ilgili Teoremler

— Xo yaklastiginda limitleri ;

lim f(x)=4, lim f(x) =1,

1. f(x) ve g(x) fonksiyonlarin x

() £ gk £ L
U7 . g()- lim G0 . lim g = b . L

lim f(x) / g(x)=[ im f(x) ] / [lim gC)] = 4/ 4 ( #0)




lim[ /(o) ] =1
A= %

iv.

2. c bir sabit olmak Uzere

i ¢) =
3. f(x) =X fonksiyonunda ,
=,

4. c bir sabit olmak lzere ,

lime f(x)) =c.lim(f(x))

X=¥%

lim f{x)=0 limg(x)=0

iii) *T ve T ise
lim g (x)=0
lim f{x)=w limg(x)=cw
iv) T ve "% ise
im 1 _ ©
~agx) o

limitlerine belirsiz sekiller denir. Bu hallerin hemen hepsinde bazi cebirsel islemler ya da tirevden
yararlanan yontemlerle belirsizligi gidermek mimkiindir. Belirsizligin giderilmesinde tirevden
yararlanan yontemleri daha sonraki bélimlerde inceleyecegiz. Belirsizligin cebirsel islemlerle
giderilmesi burada drneklerle agiklanmaya calisilacaktir.




Ornekler:

lim 2x = 4 oldugunu gosteriniz.
x—2

lim2x =2.1limx

x—2 x—2

=2.2
=4

“lim x3 = 27 oldugunu gosteriniz.
Xx—3

limx?® = (lim x).(lirr% x).(lirr% X)

x—3 x—=3

=333
=27

lim x? + 2x - 1 = 2 oldudunu gdsteriniz.
x—> 1

linll(ac2 +2x-1)=limx* + lim2x — lim1

x—1 %=1 x—1

=(1ir111 x).(linllx) + 2.(1iIIll x)— lirrlll

=1.1+2.1-1
=2
2
lim - X2 = -% oldugunu gdsteriniz.
x—3%*

10



12 lim-x?)

_ x—3

=3 x 42 lirr31(x+2)

lim1 - lim x*
— =3 x—3
limx+1im2
x—3 13
=1}_I;I%1 - (lxlil%x).(lxlil%x)
limx+1lim2
x—3 x—3
133
3+2
_ 8
5

lim (1+1/n)" = e oldugunu gosteriniz.
X—pw

Binom agilimina gore ;

(1+l)n=[nJ+[n] ! + {HJ Lz F oreeernnnneeeennes +(n] l—n
n 0 1/ n 2/ n n, n

! 1 n! 1 1
=1+1 — + R T— + —
2!(n-2)! n 3'(n-3)! n n"
N N - !
=1+l+l.n—1+L.w+ ......................... +L.&
2! n 3! n n! n"
1 1 1 1 2 1 1 2 -1
A= (- 2)+ = (1-D) M- (- D) D2
2! n 3! n n n! n n n
1 1
1+ =) (1+ )"
Bu acihm n blyudikce Il ifadesinin de biyiiyecedini gosterir. Diger taraftan ' ifadesi

1 1
(1+=) @A+ =)
daima 3'ten kuguk kalir. Zira bu acilimda Uglincl terimden itibaren n no .. garpanlari

yerine kendilerinden daha biyilk olan 1 sayisini koyarsak ;

1 1 1 1 1
(1+ )" <1+1+— + — 4+ — 4+ (e + —
n 2t 3t 4 n! ifadesini elde ederiz.

Bu ifadeyi
11



N
Il
N

n! > 2"! yazarak buyutirsek

1 1 1
(1+ )" <1l+1+— + — 4+ — + (v -

1 2! 3! 4! n! geometrik serisini elde ederiz . Geometrik
seri toplam formiulinden faydalanarak ;

1
1=—
2n
1
1+— 1 -l
( n <1+ 2 - 3 elde ederiz. Buradan aranan limitin 2 ile 3 arasinda oldugu bulunur.
Diger taraftan ;
1+l 1+£ 1...1
( Dyt My Dyt yazabilir,
Buradan ;
],~|-l ]_-0-l 1+l 1...1
( Mym-¢ Mymio ¢ Dyn-ipe My g
1 2 1 1 2 1 2 1
1+— —+ — 1+— —t — 4+ —

=( By (R I12)<( By (N nz)<3(n nz)

n arttikga bu ifadenin limitinin sifir olacadi agiktir. Boylece e’nin limitinin mevcut oldugu gérilmus olur.
Ilk 10 basamak dogru degeri

e = 2,7182818285dir.

8.6 Limitle Ilgili Ornekler (II)
Asadidaki limitlerin dogrulugunu gosteriniz.

. sih X
lim

x—0

=1 oldugunu gosteriniz.

X

12



| sinx limsin
=0 x limx

x—0

0
0

belirsiz sonucu bulunur.

Bu ifadenin limitini geometrik yoldan bulmaya calisalim. Bunun igin birim gemberi alalim x acisini

L

radyan cinsinden (O , 2 ) araliginda secelim. Sekilden ;

yT

() C A(L0)

A(OAT) > A(OAP) > A(OCP)

1 — — 1

— OC.PC =—co8Xx.8In X
s(ocp) = 2 2

X

At =qgl.>—=2%
S(OAP) = 2n 2n 2

1 O_._T =l fan x
S(OAT) = 2 2 bulunur.

X i
>X >C08X.81n X

1 1 1 )
—tfan X>—X >—co8X.8sIn X =
2 2 2 COsSX

ifadesinin tersi alinir ve her tarafi sin x ile carpilirsa ;

sin X

1

. COSs X 1 1
sin x < - & — | =>C08X <
X

sin X COSX. 8n x -4

ifadenin X =0 icin limiti alinirsa ;

Cos X

ifadesi elde edilir.

13



limcosx<lim—— < lim
x=0 =0ging 0 cosx

1<lim—— <1 = lim— =1

x=0 ginx x=0 ginx
. tgx . .
lim == ifadesinin sonucu nedir?
x—0 X

. tex . sinx 1
llmg—= im——
=0 X =0 X  COSX

. osinx . 1
=lim——.lim
=0 X x=0COosSX

=1.1
=1
1-cosx . . .
lim — = jfadesinin sonucu nedir?
x—=0 X
2sin® =
. l1-cosx .
lim——— = lim
x—0 X x—0 X
. X
sin —
. . X
=limsin —.
x—0 2 X
2
=0.1



. _sinks | . .
lim ifadesinin sonucu nedir?

x—0 =

. sinkx . sinkx

lim =limk.

x—0 X x—0 kX
—k lim 22X

=0 kx

=k.1
=k

lim+fx +1-+/x ifadesinin sonucu nedir?
X— w

VX + 1+ Wx x+l-x
lim(vx + 1 - +/X). =lim
=00 ) JE 1+ 4 oodc 1o+

8.7 Limitle Ilgili Ornekler (III)

Asadidaki limitlerin dogrulugunu gosteriniz.

lim x .cotg 3x ifadesinin sonucu nedir?
x—0



. . 1
lim x.cotg3x=lim X. ——
x—0 =0 tg3X

=limx 1
=0 tg3x
3x
. im =
3 x—0 13X
3x
1
=-—.1
3
1
3

. in 3
. lim S#I ¥ ifadesinin sonucu nedir?
x—30 Sin OX
sin3x
sin3x i 3
P d X—>
sinSx 5x
5%
sin3x
3.
=—lim .3X
5 »—0 SINSX
5x
3
5
¥ -T7x + 5

lim
)

3 ifadesinin sonucu nedir?
s—o0 Du- + 2z +1



7 5

5.1
_xe7x+s Xt F ot 3)
11m5 R 1=llm ) 1
—e0S5X” + 2 +1 =0 3
X5+ =5 + —3)
-4
0
5
=0
lim mﬂ ifadesinin sonucu nedir?
T - 3%

17



o 1-2co8x . sinx-28nX.cosX
lim——=1lim -
s T 3x —Z  sin X(7t - 3%)

. sinX-sin2X
= lim —
—E sin X (- 3%)

. 3
2sin (-5) . COS 7X

=lim -
=% sin x(7 - 3%)

. X 3x
—ZSIHE.COS—

Sl
Z32s8in = . cos —(7- 3X)
2 2

sin (E - ?E)
=-lim 2
=% 2008 5(E - 3—X)
’ 2 2
n 3X
1 G
=-lim lim
=3 2 cos (n 3X)
3 2 2022
2 2
1
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