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1. ONBILGILER

1.1. ONERMELER MANTIGI

Dogru (True) ya da Yanlis (False) dogruluk degerlerinden birisine sahip olan ve bir durumu bildiren
ciimlelere “6nerme” adi verilir. Ornegin “Kar beyazdir”, “Seker bir hidrokarbondur” gibi. Elbette bu
durum, ginlik yasantimizda dile getirdigimiz her climle icin gecerli olmayacaktir. Soyledigimiz bazi
sozlerin dogrulugu evrensel olarak kesin de olsa, pek c¢ok ifade icin herkese gore ayni olan bir
dogruluk degeri atamamiz kolay olmayacaktir. Ornegin “Kirmizi giizel bir renktir” gibi. Zira bu ifadenin
dogruluk degeri kimileri icin Dogru, kimileri icin Yanlis olabilir. Hatta bazilari bu ifadeyi kismen dogru
bulabilir.

Ancak temelleri ¢cok eskilerde atilan ve insan zekasinin diisinme sistemini, daha dogrusu karar verme
islemini modellemeyi amaglayan ©6nermeler mantigl, onermeler (zerinde bazi mantiksal
hesaplamalari da gerektirdiginden, her 6nermenin T ya da F (1 ya da 0) gibi bir dogruluk degerine
sahip oldugu varsayimi ile baslamaktadir.

Milattan 6nce 384-322 vyillari arasinda yasamis olan eski Yunanli dislinir Aristo’dan 6nce mantik,
sadece matematik, fen bilimleri ve felsefe konulari ile sinirh bir alanda kullaniimaktadir. Aristo
tarafindan ortaya konan klasik mantik, mantik ilkelerinin giinliik yasamin bircok problemini anlamak
ve aciklamak i¢in de kullanilabilecegini gbstermistir.

Unli filozof Bertrand Russell, temelleri 2300 yil &nce Aristo tarafindan atilan bu klasik mantig1 esas
alarak, 6nerme mantigi icin t¢ temel kural tanimlamistir: Esdegerlik kurali, dogruluk degeri kurali ve
karsitlik kurali. Bu g kural, Gnerme mantigini anlamak icin iyi bir baslangic olabilir.

1.1.1. Esdegerlik Kural

Bu kural, her 6zgiin disiincenin kendisine esdeger oldugunu séyler. Ornegin, “Ankara, Ankaradir” ya
da “insan, insandir” gibi.

1.1.2. Dogruluk Degeri Kurali

Her ifadenin tek bir dogruluk degeri vardir: Dogru (True) ya da Yanls (False). Herhangi bir ifadenin
baska bir dogruluk degerine sahip olma sansi yoktur. Diger bir deyisle, bir ifade kismen dogru ya da
kismen yanlis olamaz.

1.1.3. Karsithk Kurah

Karsithk kuralina gore bir ifade ve onun karsiti, farkli dogruluk degerlerine sahip olacaktir.

Ornegin,
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1. ONBILGILER

“Hayat gizeldir”
ifadesi ile bunun karsiti olan,
“Hayat glzel degildir”

ifadelerinden birincisi Dogru ise ikincisi Yanlis, birincisi Yanlis ise ikincisi Dogru dogruluk degerine
sahip olacaktir.

1.1.4. Mantiksal Baglaglar

Onermeler, mantiksal baglaglarla bir araya getirilerek mantiksal ifadeler elde edilir. Bu baglaglar
asagidaki gibi tanimlanir:

: VE Baglaci

: VEYA Baglaci

: GEREKTIRME Baglaci

: CIFT YONLU GEREKTIRME Baglaci

0y <>

Bir 6nermenin karsiti (ya da degili) ise — 6nek simgesi ile gosterilir.

Ornegin p dnermesi “kar beyazdir”, q dnermesi ise “hava aciktir” olarak belirlenmis ise, bu durumda
pAqg, “kar beyazdir ve hava agiktir” biciminde ifade edilecektir.

r 6nermesi “sicaklik yiksektir” ifadesine karsilik geliyor ise, q=r ifadesi “Hava acik ise sicaklik
ylksektir” seklinde olur.

1.1.5. Atomlar ve Formiiller

Onermeler mantiginda her bir 6nerme, bu sistematigin en kiiciik yapitasi olmasi nedeniyle, atomik
formiil ya da kisaca atom olarak adlandirilir.

lyi-tanimh formiil ya da kisaca formiil olarak adlandirilan mantiksal ifadeler ise asagidaki kurallar
kullanilarak olusturulurlar:

1. Her atom, bir formuldar.

2. Eger G bir formiil ise, =G de bir forml olur.

3. Eger Gve H formiil ise, GAH, GvH, G=H ve G&<H de formiil olur.
4. Butln formuller yukaridaki kurallar uygulanarak elde edilirler.
Ornek 1.1

Asagidaki 6nermeleri géz 6nine alalim:
p = “Havadaki nem orani yiiksektir”
g = “Sicaklik yuksektir”

r = “insanlar kendilerini iyi hissederler”

Bu durumda,
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1.1. ONERMELER MANTIG|

(pAg)=—r
bir formuldir. Bu formalin anlami ise,
“Havadaki nem orani ve sicaklik yliksek oldugunda insanlar kendilerini iyi hissetmezler”

seklinde olacaktir.

Ornek 1.2
Asagidaki 6nermeleri gbz 6niine alalim:

p = “Yagmur yagar”
g = “Hava serinler”

Bu durumda,
P=q
formultndn anlami,

“Yagmur yagarsa hava serinler”

olacaktir. Ancak bunun tersi olan q = p formilind, yani “Hava serin ise yagmur yagiyordur”
sonucunu ilk formulden ¢ikarmamiz mimkin degildir. Clink{i havanin serin olmasi, yagmurun yagiyor
olmasini gerektirmez. Hava baska bir sebepten de soguk olabilir. iste burada, <> simgesinin farklihg
ortaya ¢tkmaktadir. Cift yonli gerektirme, her iki taraf da birbirini gerektirdiginde kullaniimaktadir.

Ornegin,

p = “Hava soguktur”
q = “insanlar siirler”

durumunda, p < g formuli dogru bir ifade olacaktir. Clinkii havanin soguk olmasi ve insanlarin
Gstimesi, birbirlerini ¢ift yonli olarak gerektirir. Diger bir gosterimle,

pP=a=p=9qAq=p

olur.

1.1.6. Formiillerin Yorumlanmasi

Onermesel mantigin en énemli ugraslarindan birisi de, farkli dogruluk degerlerine sahip énermelerin
bu baglacglar kullanilarak bir araya gelmesiyle olusturulan mantiksal ifadelerin, yani formullerin
dogruluk degerlerinin arastirilmasidir.

iki ®nermeden olusan bir formili olusturan her iki 6nerme icin de dogruluk degeri acisindan iki
durum vardir. Dolayisiyla, 6rnegin pAq formiild icin dért durum séz konusu olacaktir: p’'nin T, g'nun T
degerini aldigi durum; p’nin T, g’nun F degerini aldigi durum; p’nin F, g’nun T degerini aldigi durum ve
son olarak p’nin F, g'nun F degerini aldigi durum.
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1. ONBILGILER

pAq formili, ve baglacinin 6zelligi geregince ancak her iki dnermenin de dogru degeri aldig durumda
dogru degerini alacak, diger bitin durumlarda yanlis degerini alacaktir. Bu durumlarin her birine
formiliin bir yorumu adi verilir. icerdigi 6nermelerin dogruluk degerlerine goére formiiliin dogruluk
degerinin hesaplanmasi islemine de formiliin yorumlanmasi denir. Bir formil bazi yorumlamalarda T
degerini alirken, bazi yorumlamalarda F degerini alabilir. Genel olarak n tane énermeden olusan bir
formiiliin olasi 2" tane yorumlamasi vardir. Bir formdil icin bu yorumlamalarin timiiniin gosterildigi
cizelgeye, o formiile ait dogruluk tablosu adi verilir.

Simdi iki 6énermeden olusan ve baglaglarin temel kurallarini olusturan basit formillerin dogruluk
tablolarini olusturalim.

T

MM
|- |7 |- [Ee]
m|m|m|H

Goruldigu gibi p ve g 6nermelerinin her ikisinin de dogru oldugu yorumlama disinda pAqg formali
yanhs degerini alir. Ornegin p dnermesi “eve gidiyorum”, q dnermesi “yagmur yagiyor” ifadelerine
karsilik geliyorsa pAq formili “eve gidiyorum ve yagmur yagiyor” seklinde ifade edilebilir. Eger p ve q
onermelerinin her ikisi de dogru ise, yani eve gidiyorsam ve yagmur yagiyor ise bu formil dogru
olacaktir.

Ancak iki durumdan birisi ya da her ikisi de yanlis ise ifademiz de yanls olacaktir. Ornegin yagmur
yagmiyor ise bu formil dogru olmayacaktir.

Simdi pvq formiliine bakalim:

-]
<

pvq

m|m ||
M| = || [fe]
M| ||

Gorialdagu gibi p ve g 6nermelerinin her ikisinin de yanlis oldugu durum disinda pvq formuli dogru
olacaktir. Onceki érnegimize dénecek olursak, bu kez formilimiizii “eve gidiyorum veya yagmur
yagiyor” biciminde dile getirebiliriz. Bu durumda eve gitmem ya da yagmurun yagmasi olaylarindan
en az birisinin gerceklesmesi, sdyledigim climlenin dogru olmasi igin yeterli olacaktir.

I

p=q

MM (|-
M| = || el
—A|d|m|d

Gerektirme baglacinda ise durum yukaridaki gibi olacaktir. Diger bir deyisle p=q ifadesi, p'nin T,
g’nun F oldugu durumda yanlis olacaktir; diger durumlarda dogru olur.
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Bunu bir 6rnekle aciklayalim: p 6nermesini “yagmur yagdi”, g dnermesini “yerler island1” ifadelerine
karsilik getirelim. Bu durumda p=q ifadesi “yagmur yagdi ise yerler islandi” olacaktir.

Once olumlu durumlari géz éniine alalim:

Eger p ve q’'nun her ikisi de dogru ise, yani yagmur yagmis ve yerler islanmis ise bu durumda “yagmur
yagdi ise yerler island1” ifadesi dogru olacaktir.

Eger p ve g’'nun her ikisi de yanlis ise, yani ne yagmur yagmis ne de yerler islanmis ise bu durumda
“yagmur yagdi ise yerler islandi” ifadesi ile bir celiski dogurmayacaktir. Yani ifademiz yine dogru
olacaktir.

Eger p yanlis, g dogru ise, yani yagmur yagmamis ancak yerler islanmis ise bu durum da “yagmur
yagdi ise yerler i1slandi” ifadesi ile bir geliski dogurmaz. Clinki p=q ifadesinden, yagmur yagmazsa
yerlerin islanmayacagi sonucunu ¢ikaramayiz.

Ancak;

Eger p dogru, q yanlhs ise, yani yagmur yagmis ancak yerler islanmamis ise bu durum “yagmur yagdi
ise yerler 1slandi” ifadesi ile bir geliski dogurur. Cinkli p=q ifadesinde, p gerceklesmis ama q
gerceklesmemistir. Dolayisiyla bu durum F sonucunu verecektir.

Simdi, bu temel yorumlamalari kullanarak daha karmasik formillerin nasil yorumlanabilecegine
bakalim.

Ornegin,
G=(pAQq)=(re —s)

formilinde yer alan 6nermeler {p,q,r,s} olarak yazilabilir. Bu 6nermelere, ayni siralama ile {T,F,T,T}
dogruluk degerlerini atadigimiz takdirde;

(p A Q)= (r < —s)

(TAF) = (T T)

F=(T<F)

F=F

T

olur. Yani G formalundn {T,F,T,T} yorumlamasinin sonucunda dogruluk degerini T olarak bulmus
oluruz.

Simdi ayni formiil icin olasi btlin yorumlamalari gérecegimiz dogruluk tablosunu olusturalim:
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paq | r&—s

3

Alm|m|njA|d|d] ||| ||| ]|T
mMmlA|dA|m|mn]|A|mn|A|mm|n]|A|mn]|4d]4d]4d ]2
HlmnjHd|d|m|m|m|mn|dA|m|m]|A|dA]|M|A|A]~
L R I R R R R R R R R R e R
A |m|dA]|m|n|4d|dA|dA]|4dA]|m]|A]|mn|mn|mm]|A]|
MM A ||| A]4d]|H
HA|ld]|dA|m|dA|mnm|m|m|A]|AdA|Tm|M|m|A|A|
Al dA|d]|A]n]|A|4]|a]|4]4]4]q]4]4]|" ]|

Formiiliimiiz dort dnermeden olustugundan, tablomuzda toplam 2°=16 adet satir bulunmaktadir.
1.1.7. Gegerlilik (Totoloji) ve Tutarsizlik (Celigki)

Bltdn yorumlamalarin sonucunda dogru degerini alan formile gecerli formiil ya da totoloji adi verilir.
Diger bir deyisle, dogruluk tablosunda her satirda T degeri elde edilen bir formiil, gecerli bir formiil
olacaktir.

Ornek olarak tarihten unli bir ciimle ile baslayalim: William Shakespeare tarafindan 1599 ile 1601
yillari arasinda yazildigina inanilan Unli trajedi Hamlet’'in bir sahnesinde oyuncu su dizeleri soyler:
“Olmak, ya da olmamak. iste biitiin mesele...”

Simdi bu climleyi 6nermeler mantiginda sembolik olarak ifade edelim: p 6nermesi “olmak” fiilini
gOsteriyor ise, “olmak ya da olmamak” climlesini

pv—p

seklinde gosterebiliriz. Simdi bu ifade icin dogruluk tablosunu yapalim:

P [—p|pv—p
Fl T
FlT ] 7

Goruldigu gibi bu ifade her durumda T degerini almaktadir. Béylece sanat tarihine mal olmus bu Gnli
sdzun, aslinda bir totoloji oldugunu anlamaktayiz.

Simdi biraz daha karmasik olan

G=((p=0q)Ap)=q
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formilind gbéz 6nine alalim. Bu formilde toplam iki 6nerme oldugundan, doért tane yorumlamasi
olacaktir. Bu yorumlamalarin yer aldigi dogruluk tablosu asagida verilmistir:

P|a pP—q (p=aq)ap | G=((p=>a)Ap)=>q
T|T T T T
T|FE E F T
F|T T F T
F|F T F T

Gorialdagu gibi G formilla batlin yorumlamalarinda T degerini almaktadir. Bu durumda G gecerli bir
formildar (totolojidir).

Alstirma 1.1

Asagidaki ifadelerin totoloji olduklarini dogruluk tablosu yéntemi ile gosteriniz:

p<>—(—p), PAG=P, —(pA—p), ((pP=q) Ap)=q

Gegerli olmayan formile gecersiz formiil denir. Diger bir deyisle en az bir F dogruluk degerli
yorumlamaya sahip olan formiil, gecersiz olacaktir.

Biitlin yorumlamalarin sonucunda yanlis degerini alan formile tutarsiz formiil ya da celiski adi verilir.

Diger bir deyisle, dogruluk tablosunda her satirda F degeri elde edilen bir formdl, tutarsiz bir formil
olacaktir.

Ornek olarak,
H=(p=ag)ApAr—q

formilind géz 6ndne alahm. Bu formilde toplam iki 6nerme oldugundan, 4 tane yorumlamasi
olacaktir. Bu yorumlamalarin yer aldigi dogruluk tablosu asagida verilmistir:

Plq —q p=>q pA—q G=(p=>qg)ApA—q
T F T F F
T|F T F T F
FlT F T F F
F|F T T F F

Gorialdagu gibi H formli bitin yorumlamalarinda F degerini almaktadir. Bu durumda G tutarsiz bir
formildir (celiskidir).

Tutarsiz olmayan formile, “tutarh formal” denir. Diger bir deyisle en az bir T dogruluk degerli
yorumlamaya sahip olan formdil, tutarl olacaktir.
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Bu tanimlama, gecersiz tanimlamasi ile c¢akisir. Yani yorumlamalarinin tamami T ya da F dogruluk
degerinden olusmayan, iki dogruluk degerini de bulunduran formdiiller tutarli, ancak gecersizdir.

Simdi G ve H formiillerinin sirasiyla totoloji ve ¢eliski olmalarinin anlamini, bu formiilleri olusturan p
ve g 6nermelerine glnlik hayatimizdan birer anlam ylikleyerek daha iyi gormeye ¢alisalim.

p = “Kirmizi yanar”
g = “Araglar durur”
olsun. Buna gore G formuliinii asagidaki gibi anlamlandirabiliriz:

G=(p=0q)Ap)=q

“Kirmizi yanarsa araclar durur, kirmizi yaniyor, o halde araglar duruyor.”

Goruldigu gibi bu formiliin gegerli oldugu, anlamsal olarak da agiktir. Oysa ayni 6nermelerle baska
bir formul olusturursak:

H=(p=a)ApA—q
“Kirmizi yanarsa araclar durur, kirmizi yaniyor, o halde aracglar durmuyor.”

iste burada oldugu gibi giinliik yasantimizda kendisiyle gelistigini séyledigimiz ifadeler aslinda mantik
biliminde de birer geliskidirler ve bu ifadeler, bltin yorumlamalarda F degerini alirlar.

1.1.8. Sonug Gikarma

Bazi durumlarda bir ya da daha ¢ok formilin dogru olmasi durumunda, bunlara bagl olarak baska bir
formiil de dogru olur. Bu formiile, diger formillerin mantiksal sonucu denir.

Ornek olarak daha énceki G formiiliinii ayni dnermelerle gz éniine alalim:
p = “Yagmur yagiyor”
g = “Yerler islaniyor”
G=((p=a)ap)=q
Burada, g 6nermesi, (p = q) ve p formiillerinin mantiksal sonucu olacaktir. Clink,
p=q :“Yagmur yagiyor ise yerler islaniyor”
q : “Yagmur yagiyor”

formiillerinden, “o halde yerler islaniyordur” sonucunu ¢ikarmamiz, gayet dogaldir.
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Daha sembolik gosterecek olursak, bir G formiliintin G[1],G[2],...G[n] formulerinin mantiksal sonucu
olmasi demek, G[1],G[2],...G[n] formiillerinin T degerini aldiklari bitin yorumlamalarda G
formilinidn de T degerini tasimasi demektir.

Buna denk olarak, G formiliniin G[1],G[2],...G[n] formullerinin mantiksal sonucu olmasi demek,
G[1]AG[2] A ... AG[n] =G

formilinin gecerli bir formil, yani totoloji olmasi demektir.

Basit bir 6rnek verelim:

p=“Hava sicakliklari mevsim normallerinin lizerindedir”

g="Barajlardaki su seviyesi normalin altindadir”

r =“Programli su kesintileri uygulanmaktadir”

Simdi, bu 6nermeleri kullanarak, asagidaki formdlleri olusturalim:

G[1l]:p=q “Hava sicakhklari mevsim normallerinin Uzerine c¢ikarsa barajlardaki su seviyesi
normalin altina diser”

G[2]:q=r  “Barajlardaki su seviyesi normalin altina diiserse programli su kesintileri uygulanir”
G[3]:p “Hava sicakliklari mevsim normallerinin Gzerindedir”

Gostermek istedigimiz, r 6nermesinin G[1], G[2] ve G[3] formillerinin mantiksal sonucu oldugudur.
Yani yukaridaki formiller dogru oldugunda, bunun bir sonucu olarak programli su kesintilerinin
uygulanacagi gercegini elde edecegiz. Bunun icin,

((p=a)Ala=r)ap)=r

formilinidn gegerli bir formil, yani totoloji oldugu gosterilmelidir. Dogruluk tablosu yontemiyle bunu
gerceklestirelim:

Pla|r|p=>q|ag=>r| (p=>a)alg=>r)ap | ((p=>a)A(g=r)ap) =r
T{T|T]| T T T T
T|{T|F| T F F T
T|F|T| F T F T
FlT|T] T T F T
FIF|F| T T F T
FIF|T] T T F T
FIT|F] T F F T
T|E|F F T 3 T

Gorildigu gibi olusturdugumuz

((p=a)Ala=r)ap)=r
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formali gegerli bir formuldir. Dolayisiyla r 6nermesi, (p = q), (9 = r) ve p formillerinin mantiksal

sonucudur.

Sonug ¢ikarma ic¢in dogruluk tablosu hazirlama yontemi, her zaman pratik bir yontem olmayabilir.

Cunkl onerme sayisi fazla oldugunda, dogruluk tablosundaki satir sayisi buna bagh olarak Ustel bir

sekilde artacagindan, hatasiz bir sekilde boyle biyik bir tablonun hazirlanmasi miimkiin olmayabilir.

Formiillerin indirgenmesinde kullanilan kurallar, mantiksal sonug cikariminda da kullanilirlar. Bu

kurallar, bir formilld en sade bicimine indirgemektedirler. Bu en sade bicim, totoloji ya da celiski de

olabilir.

Dolayisiyla, G[1]AG[2] A ...

A G[n] =G seklindeki bir formilin bu kurallar kullanilarak totoloji

bicimine indirgenmesi demek, bu formiilin aslinda 6zdes olarak totoloji olmasi demektir ki, bu da G

formulindn G[1],G[2],...G[n] formlerinin mantiksal sonucu olmasi demek olacaktir.

G, H ve J herhangi U¢ formil olsun. Totoloji atom m simgesi ile, celiski atom ise [J simgesi ile

gosterilmek Gzere, formil indirgeme kurallari asagidaki gibi verilir:

(1)
(2)
(3a)
(3b)
(4a)
(4b)
(5a)
(5b)
(6a)
(6b)
(7a)
(7b)
(8a)
(8b)
(9a)
(9b)
(10)
(11a)
(11b)

Bir G formilundn, G[1],G[2],...G[n] form{llerinin mantiksal sonucu olmasi ile,

G&H = (G=H) A (H=G)

G=H=-GvVvH
GvG =G
GAG=G

GVvH =HVG
GAH =HAG

(GVH)VI = Gv(HVW))
(GAH)AJ = GA(HA))
GVv(HAJ) = (GVH)A(GWV))
GA(HV)) = (GAH)V(GAJ)
Gvll=G

GAR =G

GvE=1

GA =[]

Gv—-G=nm

GA—G =[]

—(—G)=G

—(GVvH) = =-GA—H
—(GAH) = —-Gv—H

G[1]AG[2] A ... AG[N] =G

formillnin totoloji olmasinin ayni anlama geldigini biliyoruz. Daha 6nce ele aldigimiz 6rnekte bu

formilan gecgerliligini, dogruluk tablosu yontemini kullanarak géstermistik. Simdi, ayni 6rnegi, yani

formillndn totoloji oldugunu, indirgeme kurallarini kullanarak yapahm.

((p=a)Ala=r)ap)=r

Tolga GUYER
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Formiil Uygulanan Kural
(p=adala=r)Ap)=r ()
—((=pva)a(=gvrap)vr (2)
—(—pvag)v=a(—gvr)v—pvr (11b)
(pA—Q)V(QA—=r)Vv—=pvVvr (11a)
((pv—=p)A(=av—p))vigan-r)vr (6a)
((pv—=p)A(=av—p))vlavr)A(=orvr) (6a)
(mA(-qv—p))vilgvr)Am) (9a)
—qVv-opvgvr (7b)
—qVvqVv—pVvr (4a)
BV—pVvr (9a)
[ | (8a)

Goraldagu gibi, indirgeme islemi sonucunda dogruluk tablosunda oldugu gibi totoloji elde edilmistir.
Bunun anlami, ((p = q) A (g = r) A p) = rifadesinin gecerli olmasi, dolayisiyla r Gnermesinin (p=q),
(g=r) ve p formillerinin sonucu oldugudur.

Bir G formilintn G[1],G[2],...G[n] formllerinin mantiksal sonucu oldugunu géstermek icin alternatif
yontemlerden birisi de, karsitlik kuralinin kullanilmasidir.

Karsithk kuralina gore, bir G formuliiniin degeri T ise, bunun degili olan —G’nin degeri F olmalidir.
Yani,

G[1]AG[2] A ... AG[N] =G
formillndn totoloji olmast ile, bunun degili olan,
—(G[1]AG[2] A ... AG[n] =G)
formillnin cgeliski olmasi ayni anlama gelmektedir. Bu formdle indirgeme kurallarini uygularsak,

—(G[1]AG[2] A ... AG[n] =G)
= — (—(G[1]AG[2] A ... AG[N]) v G)
== (—G[1] v =G[2] v ... v =G[n] v G)
=G[1] AG[2] A ... AG[Nn] A =G

elde edilir. Yani G formulinin G[1],G[2],...G[n] formiillerinin mantiksal sonucu oldugunu goéstermek

icin,

G[1]AG[2] A ... AG[n] A G
formilindn cgeliski oldugunun goésterilmesi de yeterli olacaktir.
Simdi, indirgeme kurallarini kullanarak,

(b=a)r(a=r)Ap)=r

formiliunin gecerli bir formil oldugunu goéstermek yerine, bunun degili olan,

Tolga GUYER



1. ONBILGILER

(p=a)Aag=r)ApA=r

formillndn geliski oldugunu gosterelim.

Formiil Uygulanan Kural
(p=ad)ala=rApAa—r ()
(cpva)a(=avr)apAa—r (2)
((=pAp)vigap)A(=gvr)A—r (6b)
((=p A Pp) v (gAp) A (=g A—r)v(ra—r) (6b)

(O v(gap)Al(=gA—r)vD) (9b)
gAPA—QA—T (8a)
gA—QAPA—r (4b)
OApA-r (9b)
0 (8b)

Gorildigu gibi, indirgeme islemi sonucunda ¢eliski elde edilmistir. Bunun anlami, (p = gq) A (g =) A
p A —r ifadesinin cgeliski olmasi, dolayisiyla bunun degili olan ((p = q) A (9 = r) A p) = r ifadesinin
gecerli olmasidir. O halde r 6nermesi (p=q), (q=r) ve p formiillerinin mantiksal sonucudur.

Ornek 1.3

Asagidaki kimyasal reaksiyonlari gz oniine alalim:

MgO + H, »> Mg + H,0

C+0,— CO,

CO,;+ H,0 — H,CO3

Acaba elimizde yeterli miktarda MgO, H,, O, ve C varsa H,COs elde edebilir miyiz?

Bu problemi hic¢bir kimya bilgisi kullanmadan, timiiyle 6nermeler mantigi icersinde ¢ézecegiz. Bunun
icin bilesenler birer 6nerme, reaksiyonlari ise mantiksal gerektirme, yani neden-sonug iliskisi olarak
ele alacagiz. Bu durumda elimizde asagidaki formuller olacaktir:

(G1) (MgO A Hy) = (Mg A H,0)
(G2) (CA O) = CO,

(G3) (CO; A H,0) = H,CO;4

(Gs) MgO

(Gs) Ha

(Ge) O2

(G7) C
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Simdi yapmamiz gereken, H,CO; Onermesinin bu yedi formilin mantiksal sonucu oldugunu
gostermektir. Bunun igin karsithk kuralini kullanacagiz. Yani,

(G1)A(G2)A(G3)A(Ga)A(Gs)A(Ge) A(G7) A—H2CO;

ifadesinin celiski oldugunu gosterecegiz. Alti cizili ifadeler, dagilma islemi sonucunda degili ile
eslesecek 6nermeleri gostermektedir.

(G1)A(G2)A(G3)A(Ga)A(Gs)A(Ge) A(G7)A—H,CO5
= [—|‘ MgO/\Hg)\/(Mg/\Hzo)]/\[—|(C/\02)VC02)]/\[—|(C02/\H20)\/H2C03]/\MgO/\Hg/\Oz/\C/\ﬁH2CO3

= [[—|(MgO/\Hz)/\(MgO/\Hz)]\/[(Mg/\Hzo)/\(MgO/\Hz)]]/\[—|(C/\02)VC02)]/\[—|(C02/\H20)\/H2C03]/\
Oz/\C/\—lH2CO3

= [Iv[(MgAH,0)A(MgOAH,)IA[—=(CAO,)vCO,)IA[—(CO,AH,0)vH,CO3]A0,ACA—H,CO;

= [(MgAH,0)A(MgOAH,)IA[=(CAO,)vCO,)IA[—(CO2AH,0)VvH,CO3]A0ACA—H,CO;

= [(MgAH,0)A(MEOAH,)IAI[=(CAO)A(CAO,)]VI[COLA(CAO,)]IA[—=(CO,AH,0)VvH,CO3]A—H,CO3
= [(MgAH,0)A(MOAH,)IAL TVICO,A(CAO,)TIA[=(CO2AH,0)vH,CO3] A—H,CO5

= MgAH,0AMgOAH,ACO,ACAO,A[=(CO,AH,0)vH,CO3]A—H,CO3

= MgAMgOAH,ACAOA[[—(CO,AH,0)A(CO,AH,0)1vI(H,CO3A(CO,AH,0)]]A—H,CO5

= MgAMgOAH,ACAOLA[LV[(H2CO3A(CO,AH,0)]]A—=H,CO4

= MgAMgOAH,ACAO,AH,CO3ACO,AH,0A—=H,CO5

= MgAMgOAH,ACAO,ACO,AH,OAL

0

O halde

[(G1)A(G)A(G3)A(G4)A(GS)A(Ge)A(G7)]=H,CO5
formilu totolojidir; yani H,CO; bu yedi ifadenin mantiksal sonucudur.
1.1.9. Onermeler Mantiginin Elektrik Devrelerine Uygulanmasi

Elektronik anahtarli devrelerin kagit lzerinde gerceklestirilen teorik tasarimlarinda, dnermeler
mantigl etkin olarak kullanilabilir. Mantigin temelini olusturan Dogru ve Yanhs degerleri, bir elektrik
devresinde sirasiyla akimin ge¢cmesi ve gecmemesi durumlarina karsilik gelir. Ornegin bir akim
kaynagi ya da bir anahtar kapali konumda ise Yanlis, yani 0; a¢ik konumda ise Dogru, yani 1 degerine
sahip olacaktir.

Tolga GUYER



1. ONBILGILER

Bu bakis acisiyla degerlendirdigimizde, 6nermelerden olusan mantiksal bir formiil, birbirlerine tellerle
baglanmis bagimsiz glic kaynaklari ve anahtarlardan meydana gelmis bir elektrik devresine karsilik
gelecektir. Bu devrelerde kapr olarak adlandirilan G¢ temel anahtar sistemi vardir: ve kapisi, veya
kapisi ve degil kapisi. Sekil 1.1’de bu kapilarin sematik goésterimleri verilmistir.

p p —] ‘
pvq pPAQg p ‘ —p

Sekil 1.1. Temel mantik kapilari

p ve q oOnermelerini birer bagimsiz glic kaynagi olarak distnirsek, veya kapisi p ya da q
kaynaklarindan gelen elektrik akimini iletecektir. Diger bir deyisle p ya da q kaynaklarindan en az
birisinden (ya da her ikisinden birden) alim gelmesi yeterli olacaktir. Bu durum, 6nermeler
mantiginda p ve g Onermelerinin dogruluk degerlerine gbére pvg formilu ile ayni sekilde
yorumlanabilir.

Ve kapisinda ise, bu anahtardan akimin iletilebilmesi i¢in p ve q kaynaklarinin her ikisinden birden
akimin gelmesi gerekecektir. Bunun disindaki durumlarda bu kapidan akim iletiimez. Benze sekilde bu
durum da 6nermeler mantiginda p ve g 6nermelerinin dogruluk degerlerine gore pAqg formuli ile ayni
bicimde yorumlanabilir.

Degil kapisinda durum biraz daha farkhdir. Bu kapi, kendisine gelen telde akim yoksa, cikis noktasinda
akim dretir. Yani O degerini 1 degerine donustirir. Kendisinden once akim varsa ise bu akimi
devrenin kalanina iletmez. Diger bir deyisle 1 degerini 0 degerine donustiirtir. Bu da, 6nermeler
mantigindaki degil operatoriiniin islevi ile ayni anlama gelecektir.

Ornek 1.4.
Asagidaki ifadeyi goz 6niine alalim:
(pva)a—q

Oncelikle ifadeye karsilik gelen dogruluk tablosunu olusturalim:

P | a |(pvgr—q
T T F
T F T
FlT F
F|F F

Simdi bu ifadeyi, mantiksal operatorlere karsilik gelen kapilari kullanarak resimleyelim.
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: |Di}

q | ]

Sekil 1.2. (pvq)Aa—q formiline karsilik gelen elektrik devresi

Dogruluk tablosundan da anlasilacagi gibi, bu devreden sadece bir durumda elektrik akimi
iletilebilmektedir: p kaynagindan akimin geldigi, g kaynagindan akimin gelmedigi durum. Diger
durumlarin higbirisinde akim ¢ikis noktasina ulasmamaktadir.

Simdi indirgeme kurallarini kullanarak bu ifadeyi indirgemeye ¢alisalim:

(PA—Q)Vv(gA—q)

(pva)a—q

(pA—q) VL

pPA—q

O halde formiliimiiz, pA—q formiline esdegerdir. Bu formile karsilik gelen devreyi cizelim.

P L
. | —

Sekil 1.3. pAa—q formiline karsihk gelen elektrik devresi

Bu durumda Sekil 1.3.’de verilen elektrik devresi, Sekil 1.2.”de verilen devreye esdegerdir ancak daha

az kapi ve tel kullanilarak olusturulmustur.
Ornek 1.5.

Formilimuz (—pvq)A pAa—q olsun. Bu ifadeye karsilik gelen devre sekildeki gibi olacaktir.

T .
|
>— )

Sekil 1.4. (—pvg)A pAa—q formiliine karsilik gelen elektrik devresi

p ve g kaynaklarinin durumu ne olursa olsun, bu devreden ¢ikis noktasina ulasan bir akim
olmayacaktir. Yani p ve g’'nun her ikisinin de acik oldugu; p’nin agik, g’nun kapali oldugu; p’nin kapal,
g’nun acik oldugu; p ve g’nun her ikisinin de kapali oldugu durumlarda ¢ikis noktasindaki deger sifir

olacaktir.
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Bunun sebebini ifadeyi indirgeyerek gorelim:

(—=pva)apa—q = (=pva)A —(—=pva)

0

Goraldagu gibi, aslinda ifade ettigimiz formdl mantiksal olarak bir celiskidir. Yani butin
yorumlamalarda yanlis degerini alan bir ifadedir. Dolayisiyla bu formile karsilik gelen elektrik
devresinin de hicbir zaman akimi iletmeyecek bir devre olmasi dogal bir sonug olacaktir.

Ornek 1.6.

En temel geliski formili olan pA—p ifadesine karsilik gelen elektrik devresi Sekil 1.5.'deki gibi

T~

Sekil 1.5. pAa—p formiline karsilk gelen elektrik devresi

olacaktir.

Bu devreden de p kaynaginin acik ya da kapali oldugu durumlarda akim iletilmeyecektir.
Ornek 1.7.

[(p=q)Ap]=4q formiiliiniin bir totoloji oldugunu biliyoruz. Simdi bu formile karsilik gelen devreyi
cizelim. Oncelikler ifademizi standart bicime getirmeliyiz:

[(p=a)Ap]=q =[(—pVva)rpl=q
== [(—pva)aplva
=— (=pva)v—pvq

= (pA—Q)v—pVq

Bu durumda formuliimuize karsilik gelen devrenin tasarimi Sekil 1.6.’daki gibi olacaktir.
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:

Sekil 1.6. (pA—q)v—pvq formiline karsilik gelen elektrik devresi

Ele aldigimiz forml bir totoloji idi, yani bitin yorumlamalarda dogru degerini alan bir ifade.
Dolayisiyla devreden p ve g’'nun degeri ne olursa olsun her durumda akim gececegini gorebilirsiniz.

Ornek 1.8.

Bir odanin aydinlatmasinda kullanilan lamba, iki farkli anahtarla kontrol ediliyor olsun. Bu
anahtarlarin her ikisi de ayni konumda ise, yani her ikisi de acik ya da her ikisi de kapali ise lamba
yanmayacaktir. Ancak birinci anahtar acik, ikincisi kapali ise (ya da tersi durumda) lamba yanacaktir.
Diger bir deyisle anahtarlarin konumlar birbirlerinden farkl iken lamba yanacaktir.

Anahtarlari sirasiyla p ve g 6nermeleri ile gosterelim ve oncelikle bu duruma karsilik gelen formili
olusturalim. Olusturacagimiz forml icin dogruluk tablosunun asagidaki gibi olmasini beklemekteyiz:

Sonug
F

p
T
F
T
F

R EC TR Kol

T
T
F

Tablonun ikinci ve Uglincl satirindan anhyoruz ki, ya —pAqg dogru degerini aldiginda, ya da pA—q
dogru degerini aldiginda sonuc¢ dogru olmaktadir. O halde ifademiz,

(=pAa)v(pa—aq)

olacaktir. Bu ifadeye karsilik gelen devre tasarimi ise Sekil 1.7.'de gosterilmistir.

-
>

Sekil 1.7. (—pAg)Vv(par—q) formiline karsilik gelen elektrik devresi
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Ornek 1.9.

Bir hayvanat bahgesinde iki tehlikeli tiire ait kafeste alarm sistemi bulunmaktadir. Bu sistemin bagh
oldugu glic kaynagi devrede iken kafeslerden herhangi birisinin kapisi (ya da ayni anda her ikisi de)
acildiginda alarm galacaktir. Bu sistemi dncelikle mantiksal ifade olarak tasarlayalim.

A, alarma ait glic kaynagini, p ve q ise sirasiyla birinci ve ikinci kafeslerin kapisi agildiginda devreye
girecek gic¢ kaynaklarini gosteren onermeler olsun. Bu durumda su yorumu yapabiliriz: alarm gig
kaynagi acik durumda ve birinci kafes acik ise, ya da alarm gli¢ kaynagi acik durumda ve ikinci kafes
acik ise alarm calacaktir. Diger bir deyisle,

(AAp)V(AAQ)

formill bize mevcut durumu verecektir. Eger kafeslerin her ikisinin de kapisi agiksa bu durumda yine
yukaridaki ifadenin degeri dogru olacaktir.

Bu formiile karsilik gelen devre ise Sekil 1.8.’de gosterilmistir.

Sekil 1.8. (AAp)Vv(AAq) formiiliine karsilik gelen elektrik devresi

Aslinda (AAp)V(AAqQ) formilind A-operatérinin dagilma kuralini kullanarak AA(pvq) biciminde
yazabiliriz. Bu durumda devremizin yeni bigimi Sekil 1.9.’daki gibi olacaktir.

A

1

Sekil 1.9. AA(pvq) formillne karsilik gelen elektrik devresi

Bu tasarimin islevi de dnceki ile esdeger olacaktir; ancak bu defa (g yerine iki kapi kullanilmistir.
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Nesnelerin bir topluluguna kiime adi verilir. Genellikle bu nesnelerin, onlari ayni tiirden yapan ortak
bir 6zellikleri bulunur. Ornegin alfabedeki kiiciik harfler kiimesi ya da sayma sayilari kiimesi gibi.

Kimelerle ilgili olarak soylenebilecek 6nemli bir 6zellik, kiimelerde tekrarlanan elemanlarin sadece

bir defa kullaniimasidir. Ornegin 1, V2 sayilarindan olusan kime ile 1, 1, 1, \/7, 1, V2 sayilarindan
olusan kiime birbirine denk olacaktir.

Eger bir x nesnesi, bir A kiimesi tarafindan igeriliyorsa bu durum “x, A'nin elemanidir” bigiminde ifade
edilir ve xeA ile gosterilir. Bunun tersi durum, yani x nesnesinin A kiimesi tarafindan icerilmedigi
durum ise xgA ile gosterilir.

Bir A kiimesinin eleman sayisi s(A) ile gosterilir. Eger A kiimesi sonlu sayida eleman igeriyorsa bu say
pozitif bir tamsayi olacaktir.

Ele aldigimiz kiimeyi olusturan bitiin elemanlarin olusturdugu ve kiimemizin de altkiimesi
durumunda oldugu en genis kiimeye evrensel kiime adi verilir. Evrensel kiime, ¢alisilan konuya bagh
olarak degisecektir. S6z gelimi kiimeleri harflerle ilgili bir ¢alisma (izerinde kullaniyorsak evrensel
kiimemiz alfabedeki bitln harfler, sayilarla ilgili olarak kullaniyorsan evrensel kiimemiz bitin sayi
turlerini kapsayan gercel (reel) sayilar kiimesi olacaktir. Evrensel kiimeyi E simgesi ile gosteririz.

Hicbir elemani bulunmayan kiimeye bos kiime adi verilir. Bos kiime, (J simgesi ile gosterilir.
1.2.1. Kiimelerin Gésterimi

Kimelerin gosteriminde { } parantezlerinin kullanildigi klasik gésterim ve kiimelerin dizlemde iki
boyutlu sekillerle gosterildigi Venn semalari gésterimi olmak tzere iki farkli yéntem bulunmaktadir.

Ornek 1.10

A={2,4,6,8,10}, B={Ankara,istanbul,izmir} gibi.

Bu gosterim, eger kimenin elemanlarinin timd py, py, ..., Pn (N>1) Ozelliklerini sagliyorlarsa,
A={x : x, p; 0zelligini saglar ve x, p, 6zelligini saglar ve ... x, p, 6zelligini saglar}

seklini alir. Ornegin yukarida verilen A kiimesini bu yéntemle,

A={x : x ¢ift sayidir ve x<10}

Biciminde gosterebiliriz. Bu gosterimin en 6nemli avantaji, sonsuz eleman iceren kimelerin
gosteriminde de kullanilabilir olmasidir.

Tolga GUYER



1. ONBILGILER

Ornek 1.11

A={x : x negatif tamsayi}. Bu kiime sonsuz sayida eleman icerir ve bitiin elemanlarini acik olarak
gosterme olanagimiz yoktur.

Kimelerin gosteriminde daha cok kiimeler arasindaki ikili islemlerin gorsellestiriimesinde kullanilan
Venn semalarini, Sekil 1.10./daki gibi gosterebiliriz. Sekilde evrensel kiime ve igersinde yer alan A
kiimesi gosterilmektedir.

Sekil 1.10. Evrensel kiime ve icersinde yer alan A kiimesi
1.2.2. Bir Kiimenin Tiimleyeni

Evrensel kiime icersinde, bir A kiimesinin disinda kalan elemanlari iceren kiimeye A kimesinin
tiimleyeni ad verilir ve A'ile gosterilir.

Sekil 1.11. Bir kiimenin tiimleyeni
Kimenin timleyenini ortak 6zellik yontemi ile de gosterebiliriz:
A'={x : xgA A xeE}
1.2.3. Altkiime Kavrami ve Kiimelerin Esitligi

A ve B iki kiime olsun. Eger A kiimesinin her elemani ayni zamanda B kiimesinin de elamani A kiimesi
B kiimesinin altkiimesidir denir ve ise bu durum, ACB biciminde gosterilir.
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Sekil 1.12. Altkiime kavrami. ACB

Tanimi geregince her kiime kendisinin altkiimesidir. Altkime simgesinde yer alan esitlik isaretinin
kullanilma sebebi bu durumdur. Eger bir A kiimesi B kiimesinin altkimesi ve B kiimesinde A
kiimesinde bulunmayan en az bir eleman varsa bu durumda A, B’nin 6z altkiimesi denir. Bu durum ise
AcCB biciminde gosterilecektir.

s(A)=n olan bir A kiimesinin toplam 2" tane altkiimesi vardir ve bunlara kiimenin kendisi de dahildir.
Dolayisiyla kiimenin 6z altkiimelerinin sayisi 2" olacaktir.

Ornegin A={1,2,3,4} kiimesinin toplam 2%-1=15 adet 6z altkiimesi vardir. Bunlar:

@, {11, {2}, {3}, {4}, {1,23, {1,3}, {1,4}, {2,3}, {2,4}, {3,4}, {1,2,3}, {2,3,4}, {1,3,4}, {1,2,4}
olarak yazilabilir.

1.2.4. Kiimeler Arasindaki ikili islemler

Kimeler arasinda lg¢ temel ikil islem tanimhdir. Bunlar sirasiyla kesisim (arakesit), birlesim ve fark
islemidir.

1.2.4.1. Kesisim (Arakesit)

A ve B kiimeleri verilmis olsun. Ayni anda hem A, hem de B kiimesine ait elemanlarin olusturduklari
kiimeye A ve B kiimelerinin kesisimi (arakesiti) adi verilir. Bu kiime ANB ile gosterilir.

ANB={x : xe A A xeB}

Sekil 1.13. iki kiimenin kesisimi
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1.2.4.2. Birlesim

A ve B kimeleri verilmis olsun. A ve B kiimesine ait elemanlarin olusturduklari kiimeye A ve B
kiimelerinin birlesimi adi verilir. Bu kiime AUB ile gosterilir.

AUB={x : xeA v xeB}

Sekil 1.14. iki kiimenin birlesimi
1.2.4.3. Fark

A ve B kimeleri verilmis olsun. A kiimesine ait elemanlardan B kiimesi tarafindan icerilmeyen
elemanlarin olusturduklari kiimeye A kimesinin B kiimesinden fark: adi verilir. Bu kiime A\B ile
gosterilir.

A\B={x : xeA v x¢B}

A

Sekil 1.15. A kiimesinin B kiimesinden farki
Kesisim ve birlesim islemlerinin aksine fark islemi degismeli (komutatif) degildir. Yani A\B=B\A olur.
1.2.5. Kiimeler ve Onermeler Arasindaki iliski

Kimeleri birer 6nerme olarak dulstnilrsek, onermeler mantiginda gecerli olan butin kurallar
mantiksal baglaglar ile kiimeler arasindaki ikili islem operatorleri arasindaki paralellik dogrultusunda
kiimeler icin de gecerli olmaktadir. islemler arasindaki iliskiler Tablo 1.1.’de verilmistir.
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Onermeler Mantigi Kiimeler

>N |mR|IC (D

LI¢ U |m|of< >

Tablo 1.1. Onermeler mantigi ile kiimeler arasindaki iligki

Bu iliskide su durum g6z o6ninde bulundurulmalidir. Herhangi bir kiimeyi bir 6nerme olarak
dislindigiimizde, 6nermenin bir yorulmada T degerin almasi ile bir x degerinin o kiimenin elemani
olmasi ayni anlama gelecektir. Benzer sekilde eger x kiimenin elamani degilse bu durumda kiimeye
karsilik gelen 6nerme F degerini alacaktir.

Bu durumu A=B ve AcB eslesmesinde gorelim.

A B | A=B AcB

T T T xeAnxeB
F T T xZAAxeB
F F T xZAnx&B
T F F xeAAxgB

Bu ornek, gerektirme operatoriiniin neden sadece T, F durumunda yanlis sonucunu verdigini de
gostermektedir.

Onermeler mantiginda kullanilan indirgeme kurallari, Tablo 1.1.’de verilen eslesmeler dogrultusunda
kiimeler i¢in de gecerli olan cebirsel kurallarin elde edilmesinde kullanilabilir. Bu kurallar Tablo
1.2.'de verilmistir.
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G&H = (G=H) A (H=G) A=B = (AcB) A (BcA)
GVG=G AUA= A

GAG=G ANA=A

GVvH = HVG AUB = BUA

GAH = HAG ANB = BNA

(GVH)VI = Gv(HW))

(AUB)UC = AU(BUC)

(GAH)AJ = GA(HA))

(ANB)NC = AN (BNC)

GV(HAIJ) = (GVH)A(GWV))

AU(BNC) = (AUB)N(AULC)

GA(HV]) = (GAH)V(GAJ)

AN(BUC) = (AnB)U(ANC)

Gvl=G AUD = A
GAm =G ANE=A
GvE=1 AUE=E
GAO =0 AND = D
Gv—G=m AUA'=E
GA—G =0 ANA'=J
—|(—|G) =G (At)t =A

(AUB)* = A‘nB"

—|(G/\H) =—-Gv—H

(AmB)' = A'UB"

Tablo 1.2. Mantiksal indirgeme kurallari ve kiimeler cebiri

Onerme vyaklasimi ile dogruluklarini gdsterebilecegimiz, tablonun sag tarafinda kalan cebirsel

esitlikleri Venn semalarini kullanarak da goérebiliriz. Simdi bu kurallardan AU(BNC) = (AUB)N(AULC)

esitligini Venn semalarini kullanarak gosterelim.

AU(BNC)

Esitligin sag tarafini, yani (AUB)N(AUC) ifadesini G¢ adimda olusturalim:

1. Adim: AUB
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2. Adim: AuC

3. Adim: (AUB)N(AULC)

Sonug olarak esitligin her iki tarafi da ayni semayi olusturmaktadir.
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1.3. SAYI KUMELERI

insanlar tarafindan kullanilan ilk sayi kiimesi olan “Sayma Sayilari”, 1 den baslayan pozitif
tamsayilardir. Bu kiimeye 0 (sifir) sayisinin eklenmesi ile N ile gosterilen “Dogal Sayilar” kiimesi elde
edilir.

N={0,1,2,3,4, ... o}

Negatif sayl kavraminin gelistiriimesi ve bu sayilarin da dogal sayilara katilmasi ile, daha genis olan
“Tamsayilar” kiimesi elde edilmistir. Z harfi ile gosterilen bu kiime, her iki taraftan da sonsuz
blyuklukte olacaktir.

7={-x...-4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4, ... 0}

Sifirin solunda yer alan sayilar “negatif tamsayilar”, sagindakiler ise “pozitif tamsayilar” olarak
adlandirilirlar. Tamsayilarla ilgili cesitli siniflandirmalar bulunmaktadir. Bunlardan en 6nemlileri, tek
ve cift tamsayilar ile asal sayilardir.

2 ile tam boéliinebilen tamsayilara ¢ift tamsayi denir. Cift olmayan tamsayilar, tek tamsayilardir.
Ornegin 2,4,6 cift, 3,5,7 ise tek tamsayilardir.

1 disinda sadece kendisine tam bolinebilen tamsayilar ise asal sayilar adini alir. Diger bdtin
tamsayilar, asal tamsayilarin bir carpimi olarak yazlabilirler. Ornegin 2,3,5,7,11,13,17 asal
tamsayilardir.

a ve b iki tamsayi olmak uzere, a/b seklinde yazilan sayilar “rasyonel sayilar” ya da “kesirli sayilar”
olarak adlandirilir. Ornegin 1/2, 4/7, 11/5 gibi. Bu sayilardan, kesir cizgisinin tizerinde yer alana “pay”,
altinda yer alana “payda” adi verilir.

Her tamsayl, paydasi 1 olan bir rasyonel sayi olarak ifade edilebilir. Ornegin 3=3/1, -4=-4/1 olarak
yazabiliriz. Dolayisiyla, Q harfi ile gosterilen “Rasyonel Sayilar” kiimesi, tamsayilar kiimesini de icine
alan daha genis bir kiime olacaktir.

Bu noktada, insanoglunu uzun bir siire mesgul etmis sorulardan birisi ile karsilasiriz. Asagidaki sekilde
de gorildigi gibi, sayr dogrusu adi verilen yatay dogru Uzerine bitlin tamsayilari ve onlarin kesirli
bicimleri olan rasyonel sayilari isaretledigimizde, bu dogru Gizerinde herhangi bir bosluk kalir mi?

“Soroz -0 @ -8 -7 6 5 4 -3 -2 4 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 - +S5omu

Sekil 1.16. Rasyonel sayilar

Eski Yunanlilar tarafindan kanitlanmis bir teorem, bu sekilde yazilamayan sayilarin varligi konusunda

onemli bir ipucu vermektedir. Bu teoreme gore, \/Esaym a/b seklinde yazilamaz. Yani bu sayi
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28 1.3. SAYI KUMELERI

rasyonel degildir. Gercekten de bu sayiyl hesapladiginiz takdirde, virgiiliin saginda yer alan kismin,
sonsuza kadar rastgele bir diizende giden sayilardan olustugunu gozlemleriz:

\/5 =1.41421356237309504880168872420969807856967187537 ...

Her ne kadar varliklari kanitlansa da, sayl dogrusu Uzerinde yerlerinin tam olarak belirlenememesi
nedeniyle “rasyonel olmayan” bu sayilara uzunca bir siire slipheyle yaklasiimistir. Bu sayilarin en

meshurlarindan olan \/E sayisinin yerinin sayi dogrusu lzerinde tam olarak belirlenmesi, M.0O. 500’
yillarda yasamis olan matematik¢ci ve filozof Pisagor tarafindan kanitlanmis UnlG Pisagor
Teoremi’nden sonra gerceklestirilebilmistir.

Bu teoreme gore, herhangi bir dik tG¢genin kenarlari asagidaki bagintiyi saglamak zorundadir.

2 N i+ B=

b

Sekil 1.17. Pisagor Teoremi

Simdi, iki dik kenarinin uzunlugu 1 birim olan bir dik ticgeni gbz 6niine alalim. Bu durumda bu li¢genin

“hipotenils” olarak adlandirilan Gglnctd kenarinin uzunlugu tam olarak x/E kadar olacaktir. Bu
Gggeni, asagidaki gibi bir kosesi 0 noktasina gelecek sekilde sayi lizerine oturttugumuz takdirde, diger

kdsesinin gosterdigi nokta \/E nin yeri olacaktir.

“© 1 } e
0 1 2

Sekil 1.18. \/E nin sayl dogrusu tzerindeki yeri

Boylece, “irrasyonel sayilar” olarak adlandirilan bu sayilarin da rasyonel sayilara eklenmesi ile, en
genis sayl kiimesi olan ve R ile gosterilen “Gercel Sayilar” kiimesi elde edilmis olur. Sekil 1.19.’da, say!
kGimelerinin birbirleri ile kapsama iliskisi gérilmektedir.
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GERCEL SAYILAR

Rasyonel Sayual

Tamsayilar

Dogal Sayilar

1 2 374

Sekil 1.19. Sayi kiimeleri
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